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一种求解透平叶栅三维流场

的高精度 TVD格式*

哈尔滨工业大学　　顾发华
* *
　王仲奇　杨　弘　冯国泰

【摘要】　本文提出了一种应用三阶精度 Chakravarthy- Osher TVD格式求解环形透平叶栅三维

定常流场的隐式近似因子分解方法。控制方程为柱座标速度分量表示的任意曲线座标系下的三维

欧拉方程。采用 Beam- Warming 近似分解, 对隐式项进行迎风差分, 得到了时间精度为一阶、空

间精度为 5 点三阶的隐式格式。算例对 5 点三阶和 5 点二阶精度的格式进行了比较。表明空间三

阶精度隐格式对计算结果没有明显改进, 但收敛残差有较大降低。

　关键词: 　三维流场　Euler 方程　T VD 格式　透平叶栅

1　前　言

　　T VD格式
[ 1]
的出现, 使应用时间相关法求解三维欧拉方程成为主要的求解方法, 并且已

有许多成功的算例 [ 2、3] , 其中大部分软件都采用Yee- Harten
[ 4]的隐式T VD格式, 在光滑区域

(极值点除外) 空间精度为二阶。比较著名的 TV D格式目前主要有Har ten [ 1]和 Osher [ 5]的格

式, Chakravarthy 和 Osher 又把一维格式
[ 5]
扩展到二维

[ 6]
。对 Harten和 Osher 的 TVD格式

的比较表明, 在一维情况下 Osher 格式的激波分辨率明显高于Harten格式, 但显式Osher 格

式的 Courant 数必须小于 0. 5; 在二维情况下 Yee - Harten 格式的分辨率却高于

Chakravarthy- Osher 格式。本文选用了Chakravarthy- Osher 格式。另一方面, 近似因子分

解
[ 7]
和 LU 分解技术

[ 8]
在二维流场求解中都有应用。文献 [ 8] 提出在三维流场求解中不宜采

用近似因子分解技术, 原因是如求解状态变量 U
n+ 1, 则三维交替隐式方法对线性方程是无条

件稳定的, 但稳态解依赖于时间步; 如求解状态变化量△U , 则是无条件不稳定的。但文献

[ 8] 是针对空间导数采用中心差分格式而言, 如果空间差分采用 T VD格式, 那么采用近似因

子分解技术的 ADI 方法的稳定性将会发生改变, 因此本文仍采用近似因子分解技术求解三维

叶轮机械无粘稳态流场。

本文首先推导适合叶轮机械的任意曲线座标系下的三维欧拉方程, 然后直接将

Chakravarthy- Osher T VD格式扩展到三维, 采用隐式近似因子分解技术求解方程组。算例

求解了一列环形静叶栅的三维流场, 数值试验表明隐式近似因子分解 Chakravar thy- Osher

格式具有良好的收敛性和较高的激波分辨率, 且使用 5点格式空间精度可以达到三阶。

2　控制方程、三维隐式 Chakravarthy- Osher TVD格式

　　在任意曲线坐标系 (�, �,  ) 中, 以柱座标 ( x , r , !) 速度分量 ( u, v , w ) 表示三维守恒型
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欧拉方程为:

�U-/ �t + �E- / ��+ �F- / ��+ �G-/ � = H ( 1)　

其中 　

U-

E-

F
-
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= D

∀ ∀u- ∀v- ∀w- - ∀v / r

∀u p �x + ∀uu- p �x + ∀uv- p  x + ∀uw- - ∀uv/ r

∀v p �r + ∀vu- p�r + ∀vv- p  r + ∀vw- ∀〔(w + #r ) 2
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〕/ r

∀w p �!/ r + ∀w u- p �!/ r + ∀w v- p  !/ r + ∀ww- - 2∀v(w + #r ) / r

e ( e + p ) u- ( e + p ) v- ( e + p )w- 〔∀v#2r 2 - ( e + p ) v〕/ r

u
-、v-、w- 分别为 �, �,  三个方向的速度递变分量: [ u-　v-　w- ]

T
= J

- 1
[ u　v　w ]

T
。J 为 Jacobi

转换矩阵 J= � ( x , r , !) / � (�, �,  ) , D 为 J 的行列式的值, J
- 1为 J 的逆阵。求解动叶

流场时, 该曲线坐标系随动叶一起旋转。对于定比热流体 ∃= const , E-、F-、G- 都为U- 的线性

函数, 方程 ( 1) 可以线化写成矩阵形式:

�U- / �t + A �U-/ ��+ B�U- / ��+ C�U- / � = H ( 2)　

其中 A、B、C 为雅可比矩阵, A = �E-/ �U- , B= �F-/ �U- , C= �G-/ �U-。方程 ( 1) 的隐式时间差

分可写成:

{ I + %△t〔( �/ ��) A + ( �/ ��) B + ( �/ � ) C〕}△U- n = - ( �E-/ ��+ �F-/ ��+ �G- / � - H ) n

( 3)　

%是格式为隐式的程度, 取 %= 1, 故格式为时间一阶精度。采用 Beam- Warming 近似因子分

解, 将一个三维问题化为 3个方向的一维问题:

〔I + %△t ( �A / ��)〕〔I + %△t ( �B / ��)〕〔I + %△t ( �C/ � )〕△U- n = RH S ( 4)　

其中RH S = - 〔�E- / ��+ �F-/ ��+ �G-/ � - H〕n为了减少代数方程求解的工作量, 将方程 ( 4) 左

端对角化, 详细过程参见文献 [ 4]。记 %△t= &, 则方程 ( 3) 的迎风半离散格式为:

RA [ I + ( &/ h1 ) (△∋ -
A + � ∋ -

A ) ] R-
A RB [ I + ( &/ h2) (△∋ -

B + � ∋ +
B ) ] R -

B

× RC [ I + ( &/ h3) (△∋ -
C + � ∋ +

C ) ] R
-
C△U-

n
= RH S ( 5)　

其中 h1、h2、h3分别为 �、�、 方向的空间步长, R A、RB、RC 分别为矩阵 A、B、C 的右特

征矩阵, RA-、RB-、RC-为相应的逆。∋ A、∋B、∋C 为矩阵 A、B、C的特征值组成的对角阵。∋ +、

∋ -分别为由正特征值和负特征值组成的对角阵。

求解方程 ( 5) 时在3个方向分别使用追赶法求解三对角阵, 因此计算量稍大于LU 分解。

方程 ( 5) 的右端项 RH S 采用T VD格式对通量进行差分, 本文直接将二维 Chakravarthy

- Osher TVD格式扩展到三维:

RH S = - [ ( E�i+ 1/ 2 - E
�
i- 1/ 2) / h1 + ( F�j+ 1/ 2 - F

�
j- 1/ 2 ) / h2 + ( G�k+ 1/ 2 - G

�
k- 1/ 2 ) / h3 ] ( 6)　

式中带有上标 “̂ ”的量为对应通量的数值通量。Chakravarthy- Osher 格式的数值通量为

(以通量 F
- 为例) :

F
�
j + 1/ 2 = h( U- j+ 1 , U- j ) - 〔( 1 - ( ) / 4〕〔dF~-

j + 3/ 2〕- 〔( 1 + ( ) / 4〕〔d F
≈

-
j+ 1/ 2〕

+ 〔( 1 + ( ) / 4〕〔d F~ +
j+ 1/ 2〕+ 〔( 1 - ( ) / 4〕〔d F

≈
+
j + 1/ 2〕 ( 7)　

注意这里下标省去了 i, k。其中 dF
~ - 、d F

≈
- 、dF

~+ 、d F
≈

+ 为经过通量限制后的通量差分, h 为

Roe格式的一阶精度迎风格式的数值通量, 文献 [ 6] 给出了 3种等价的表达式:

hj + 1/ 2 = F( U- j ) +  
m

q= 1
dF

q-
j+ 1/ 2 = F ( U- j+ 1 ) -  

m

q= 1
dF

q+
j+ 1/ 2　　　　　　　　

=
1
2
〔F ( U- j ) + F ( U- j + 1)〕-

1
2  

m

q= 1

dF
q+
j + 1/ 2 -  

m

q= 1

dF
q-
j+ 1/ 2
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这里 m 为特征值的个数, m= 5。值得一提的是求解定常解时, 推进过程中这 3个表达式是不

等价的, 只有在流场收敛后才是等价的, dF 为通量 F 经过波面族的变化: dF=  
m

q= 1
dF

q。dF
q

为通量 F 经过对应特征值为 )q 的波面的变化, dF
q 的计算公式为 dF

q
j + 1/ 2= )qj + 1/ 2∗qj + 1/ 2r

q
j + 1/ 2。

∗qj+ 1/ 2为特征变量的差分, ∗qj+ 1/ 2= l
q
j+ 1/ 2 ( U- j+ 1- U- j )。注意在三维情况下由于不满足可积条件,

特征变量不存在, 但特征变量的差分仍有意义 [ 9]。r
q
j+ 1/ 2为特征值 )qj+ 1/ 2对应的右特征列向量,

l
q
j + 1/ 2为对应的左特征行向量, )j + 1/ 2、r j+ 1/ 2、l j+ 1/ 2均为由气动参数经 Roe平均计算得到的。

记 +q= )q∗q, 则 +q 为特征通量的差分。以特征变量表示的方程 ( 7) 具有T VD性质, 为使

差分格式具有 T VD性质, 因此对特征通量差分进行限制:

+~-j+ 3/ 2 = m inmod[ +-j + 3/ 2, ,+--j + 1/ 2 ]　,　 +
≈

-
j + 1/ 2 = minmod[ +-j + 1/ 2, ,+-+j + 3/ 2]

+~+j+ 1/ 2 = m inmod[ ++j + 1/ 2, ,+-+j - 1/ 2 ]　,　 +
≈

+
j - 1/ 2 = minmod[ ++j - 1/ 2, ,+-+j + 1/ 2] ( 8)　

　　式 ( 7) 和式 ( 8) 中的参数 !、,为空间差分精度控制参数且需要满足关系式,max= ( 1+

( ) / ( 1- ( )。若取 ( = 1/ 3, ,= 4, 则格式为三阶空间精度。式中运算符 minmod为最小模

运算。经过修正的通量差分 (经过波面 q) 为:

dF
~q-
j + 3/ 2 = +~q-j+ 3/ 2 �r j+ 3/ 2　,　d F

≈
q-
j+ 1/ 2 = +

≈
q-
j + 1/ 2 �r j + 1/ 2

dF
~q+
j + 1/ 2 = +~q+j+ 3/ 2 �r j+ 1/ 2　,　d F

≈
q+
j+ 1/ 2 = +

≈
q+
j - 1/ 2 �r j - 1/ 2 ( 9)　

经过波面族 ( q= 1, 2, ⋯, m ) 的通量差分 (经通量限制后) 为经过各波面的通量差分之和, 即:

dF~
+
=  

m

q= 1
dF~

q+
　, 　d F

≈
+
=  

m

q= 1
d F

≈
q+
　, 　dF~

-
=  

m

q= 1
d F~

q-
　, 　d F

≈
-
=  

m

q= 1
d F

≈
q-

( 10)　

　　将 ( 9) 式和 ( 10) 式代入 ( 7) 得到空间差分为Chakravarthy- Osher 格式的 TVD差分

格式。

图 1　出口平均 Ma数比较

求解方程 ( 5) 还需给定进出口边界条件。对于进口亚音的涡轮叶栅, 给定的物理边界条

件为进口总温 T
*
, 进口总压 p

*
, 进口气流角 ∗ ( w , u间夹角) , , ( v , u间夹角)。如出口

亚音, 则给定出口静压 p , 其余 4个参数外插得到。如出口超音, 则不给定任何参数。在固壁

边界保证无穿透条件; 在周期性边界保证周期性边界条件。

3　算例与分析

　　利用本文程序试算了某试验环形透平静叶栅的三维流场。计算网格采用了壁面正交的 H

型网格, 网格数为 57×11×11。

算例 1计算了该叶栅实验工况下的流场。实验在低速风

洞上进行。图 1比较了数值计算和吹风实验得到的出口平均

Ma数。图 1表明除了叶根叶顶部分因二次流动差别较大外,

其它部分数值计算结果与吹风实验吻合。

算例 2计算了该叶栅设计工况下的流场。计算过程中分

别采用了二阶空间精度 (下称格式 1) 和三阶空间精度 (下称

格式2) 两种格式以比较空间精度对计算的影响。格式 1使用

的 T VD格式参数为 ( = 1/ 2, ,max= 5, 这是二阶精度格式中

三阶截断误差最小的格式。格式 2的参数为 ( = 1/ 3, ,max=

4。图2、3分别为三阶精度格式计算得到的根部Ma数等值线

分布和叶片根部、中部和顶部 Ma沿型线的分布。图 2、3及
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图 2　根部 Ma数等值线

二阶精度格式得到的 Ma 数沿型线的分布表明在根部尾缘前方约

1/ 5弦长处存在很强的激波, 气流 Ma 数达到1. 4。无论格式 1还

是格式 2捕捉到的激波宽度只有一个网格, 激波位置相同。由此

可见二阶或三阶空间精度隐格式对激波的捕捉能力几乎一样。另

外, 两种格式计算的流量差异很小, 格式 1为 5. 59501kg / s, 格式

2为 5. 58820kg / s。

为了仔细研究空间精度对计算结果的影响, 图 4表示了出口

平均 Ma数 (实线) 和平均静压 (虚线) 两种格式相对偏差百分比

沿叶高的分布, 即 ( q2- q1 ) / q2×100% , q1、q2分别为格式 1和

格式2得到的 Ma数或静压。由此可见出口平均静压差别很小, 只

在根部有较大差异, 这是由于根部超音流动, 出口静压是外插得

到的。Ma数在根部和顶部有较大差别, 中部差别很小。图5、6分

别表示根部压力和 Ma 数两种格式相对偏差百分比沿型线的分

布。图 5表明两种格式的静压在喉部有较大差异, 这说明音速点

对本文的格式有较大影响。图 6表明三阶精度格式在激波附近计

算的Ma数高于二阶精度, 这说明三阶精度较少抹光激波。

图 3　Ma数沿型线分布 (三阶精度) 图 4　出口平均参数相对偏差百分数

图 5　静压相对偏差沿叶型分布 图 6　M a数相对偏差沿叶型分布
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图 7表明两种格式的收敛过程有较大差异,

图 7　收敛史

格式 2优于格式 1。这是因为格式 2没有三阶频

散项, 提高了对间断的分解能力。另外的数值试

验表明, 随激波强度的增加, 收敛残差也随之增

加。由此可见三阶精度格式在求解含有较强激波

的流场时, 优越于二阶精度格式。

算例表明本方法能够求解高跨音透平叶栅流

场, 计算稳定, 收敛较快。文中还对采用空间二

阶精度格式和三阶精度格式进行了对比, 算例表

明在隐格式中空间三阶精度计算结果几乎与二阶

精度相同, 但三阶精度格式能够明显降低收敛残

差, 且比二阶格式稳定。在喉部附近 (音速点) 两

种格式有较大差异。
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FULL- LENGTH PAPERS

A METHOD FOR DETERMINING AIRCRAFT ENGINE GROSS
THRUST IN FLIGHT

Lian Xiaochun, Chen Fuqun, Shen Shaoying
(Northwestern Polytechnical University )
Liu Xuanwin ( Institute of Flight Test )

ABSTRACT　　　　A method, “g ross thrust model”, is developed to determ ine g ross
thr ust of jet eng ine and afterburning turbofan engine in f light test ing . This model is able to
determine the g ross thrust of modern engines w ith an acceptable deg ree of accuracy only by
using a few of pressure measurements. The gro ss thrust model is based on a one-dimensional
analy sis o f flows in m ixer, af terburner and nozzle. Some co rrect ion coef ficients are required
to account for three-dimensional ef fects, the ef fects of f rict ion and mass tr ansfer, as w ell as
the ef fects o f the simpl ifying assumpt ions used in the theor y. The correct ion coef ficients in
the model are K, C and E. Both K and C are constants, w hereas E varies w ith eng ine oper at-
ing condit ions. In or der to determine the reasonable coef ficients K, C and E, it is necessary
to acquir e engine test ing data in the alt itude facil ity at flig ht condit ions as much as po ssible.
A comparison w as made between the data determinat ion fr om the g ross thrust model and the
gr oss thrust measur ed f rom the alt itude facility for engine J85-GE-21 at H= 7620m, M a0=
0. 90. It demonstr ates that the accuracy of the gr oss thrust model is about 3. 0 percent and
depends on the pressure dif ference betw een the total pressure of the turbine discharge and
the static pressure o f the nozzle inlet .

AN EXPERIMENTAL STUDY OF AERODYNAMIC PERFORMANCE
AND AEROACOUSTIC CHARACTERISTICS

OF A SERIES OF PROP- FANS
Wang Po, Ren Liyun, Peng Zeyan

( Beij ing University of Aeronaut ics and Astronaut ics)
ABSTRACT　　　　Aerodynamic performance and aer o-acoust ic char acter ist ics o f

st raight ( un-sw eep)、fo rw ar d-sw eep and backw ard-sw eep blade w ith dif ferent installed an-
gles have been invest igated experimentally under the take-off condition. From their compara-
tiv e study the follow ing conclusions have been drawn. ( 1) An optimal prop-fan design should
be made by combining bo th high aerodynamic perfo rmace and low aer odynamic noise; ( 2)

Blades w ith sw eep have potent ials fo r noise reduct ion; ( 3) T ip-load reduct ion prop-fan blade
design w ould be benefit to low er ing the noise level as w ell as to the pr op-fan eff iciency im-
provement .

A HIGH- ORDER ACCURACY TVD EULER SOLVER
FOR 3D FLOWS IN TURBINE CASCADES

Gu Fahua, Wang Zhongqi , Yang Hong, Feng Guotai
(Harbin Institute of Technology)

ABSTRACT　　　　A third-order accuracy implicit appro ximate facto rized T VD code is
developed using Chakravarthy- Osher scheme to solve the steady flows in annular turbine
cascades. T he governing equat ion is the 3D Euler equat ions in arbitary curv il inear coordinate
sy stems in terms of cy linder coordinate system velocity components. Beam- Warming factor-
ization and upw ind difference are adopted to discretize the implicit term , and the explicit one
is discret ized by Chakravarthy- Osher TVD numerical f luxes. The boundary condit ion is ob-



tained from ex trapolat ion. T he resulted alg ebraic equat ions are t ridiag onal blo ck matric sy s-
tem and solv ed by sw eeping in each direct ion. So the scheme is a 5 po int implicit AF scheme
of f irst-or der temporal and thir d order or second-order spacial accuracy depending on the tw o
TV D factors. T w o examples are presented, the f irst verif ies the calculat ion of third-o rder
scheme with a low speed w ind tunnel experiment , the second compares the third-o rder
scheme w ith the second-or der one. The examples indicate that the code results in numerical
so lut ions agree w ith the experiment , and the third-order scheme has litt le dif ference from the
second-order one in the solutions, but it decreases the converg ent residual g reatly . Also it is
show ed that the tw o schemes do no t agree w ith each other very w ell in the throat of the cas-
cade where the flow velocity is equal to the lo cal sound speed.

A METHOD OF USING TVD SCHEME
TO CALCULATE INCOMPRESSIBLE FLOWS SEPARATELY

He Jun ( China Institute of Aeronautic Sy stems Engineering)
Feng Qin, Yan Chuanjun, Liu Songling (Northwest Polytechnical University )

ABSTRACT　　　　The To tal Variat ion Diminishing ( TVD) schemes have been adapt-
ed to incompressible flow computat ions. Considering the characters of the computat ion in the
incompressible f low , a new method is given that the TVD sheme is used w ith separat ing the
cont inue equat ion f rom momentum equat ions. The cont inuum gover ning equations are dis-
cret ized on a modif ied nonstaggered grid. In the momentum equations, the convect iv e terms
are discr et ized by a third-order T VD scheme, and the others are done by centr al finite dif fer-
ence scheme. T he pressures ar e solved by pressure subst it iut ion. Furthermor e, a pressure cor-
rect ion procedure and the Gauss- Seidel cent rally symmetric iter ation algorithm are used to
enhance the converg ence r ate. As a result , the code containing those methods has been ap-
plied to computat ion of tw o typical f low problems: the channel flow problem and the lid-driv-
en cavity flow problem . A compar ison o f the present results w ith the literatur e data is also
given in good agreement . It is show n that the T VD scheme is not only applicable to incom-
prssible f low computat ion, but also it yields higher accuracy than the non-TVD scheme.

A NEW COMPREHENSION
ON STATOR CASCADE UNDER ROTATING STALL

Zhu Junqiang and Liu Zhiwei (Northwestern Polytechnical University )
Li Jun ( Air Force Engineering Col lege)

ABSTRACT　　　　Onset points of r otating stall, time-average performance and f low
fields af ter stall appearing, as w ell as the unstable behaviors fo r a sing le-stage ax ial-f low
compr essor and an isolated rotor have been measured successfully w ith ho t-f ilm probes and a
thr ee-hole cy lindrical pressure probe containing fast r esponse t ransducer s. On the basis o f
many experimental data, the inf luences of stator cascade in the sing le-stage compressor on
the w ho le time-average characteristics and the cessat ion behav io r of rotat ing stall, as w ell as
the stalled f low field have been elabo rated in detail. When a sing le-stage compressor enter s
the unstable condit ion, the r oles o f the stator cascade, such as postponing the appearance o f
rotat ing stal l, as w ell as modifying the stalled f low f ield and cessat ion form, have been anal-
ysed. T her e is an obvious difference o f the unstable behavior betw een the sing le-stag e axial-
flow compressor and the isolated rotor . At high rotor speed ( n-> 0. 85) , a nonrecover able stall
phenomenon appears for a single stag e compressor , but it does no t appear for an isolated ro-
to r at any speed.

HEAT TRANSFER FROM SHROUDED ROTATING DISK
WITH CENTRICAIR INFLOW

Xu Guoqiang, Cao Yuzhang, Qiu Xuguang
( Beij ing University of Aeronaut ics and Astronaut ics)

ABSTRACT　　　　An air-coo led turbine disk w as investig ated as the model of a r otat-
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